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INTISARI 
 
Campak adalah suatu penyakit akut sangat menular yang disebabkan oleh virus. Penyakit ini ditandai 
dengan gejala awal demam, batuk, pilek dan konjungtivis yang kemudian diikuti dengan bercak kemerahan 
pada kulit (rash). Pada penelitian ini penyakit campak dimodelkan secara matematika berdasarkan asumsi 
dan pendefinisian parameter. Model matematika yang digunakan terdiri dari empat subpopulasi pada 
manusia yaitu subpopulasi  rentan (S), subpopulasi terinfeksi (I), subpopulasi sembuh (R) dan subpopulasi 
rentan yang sadar (  ). Selain itu, terdapat satu pengaruh pada proses penyebaran yaitu pengaruh program 
kesadaran (M). Model yang telah terbentuk, dicari determinan Routh-Hurwitz dan dianalisis untuk 
mengetahui perilaku dari sistem dengan menggunakan simulasi numerik. Simulasi model matematika dan 
nilai parameter menunjukkan bahwa terdapat dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas 
penyakit yang bersifat stabil asimtotik dan titik kesetimbangan endemik penyakit yang bersifat tidak stabil.  
 
Kata kunci: model matematika, titik kesetimbangan, Routh-Hurwitz. 
 
PENDAHULUAN 
     Model matematika merupakan representasi matematika yang dihasilkan dari pemodelan 
matematika. Pemodelan matematika merupakan suatu proses merepresentasikan dan menjelaskan 
permasalahan pada dunia nyata ke dalam pernyataan matematis, yang salah satunya yaitu tentang 
penyebaran penyakit campak. Campak adalah suatu penyakit akut yang disebabkan oleh virus. Gejala 
awal dari penyakit campak yaitu demam, batuk, pilek, konjungtivis dan bercak merah [1]. Berdasarkan 
data dari Dinas Kesehatan Provinsi Kalimantan Barat, terdapat 1.035 kasus campak pada tahun 2017 
yang terdiri dari 14 kabupaten. Salah satu kabupaten yang mengalami peningkatan penyebaran 
penyakit campak pada tahun 2017 yaitu Kabupaten Kubu Raya sebanyak 109 kasus dari 32 kasus pada 
tahun 2016 [2]. 
     Penelitian ini mengkaji dan mengembangkan model matematika pada penyebaran penyakit campak 
dengan pengaruh program kesadaran, menentukan titik kesetimbangan dan menganalisis kestabilan 
serta menginterpretasikannya dengan melakukan simulasi numerik. Pembentukan model matematika 
tersebut dikelompokkan menjadi empat subpopulasi yaitu subpopulasi yang rentan ( ), subpopulasi 
yang terinfeksi ( ), subpopulasi yang sembuh ( ) dan subpopulasi rentan yang sadar (    serta 
terdapat satu pengaruh yaitu pengaruh program kesadaran. Program kesadaran yang dimaksud dalam 
penelitian ini yaitu penyuluhan.  
     Pemodelan matematika dan analisis kestabilan model penyebaran penyakit campak dimulai dengan 
melihat masalah nyata untuk merancang asumsi dan mendefinisikan parameter yang digunakan pada 
model dan kemudian dibentuk ke dalam model matematika penyebaran penyakit campak. Selanjutnya, 
menentukan titik kesetimbangan dari model. Model yang diperoleh merupakan model dengan bentuk 
sistem persamaan diferensial nonlinear yang memiliki dua titik kesetimbangan yaitu titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit. Setelah itu, dilakukan 
linearisasi model dengan membentuk matriks Jacobian dari sistem persamaan. Berdasarkan hasil dari 
matriks Jacobian, diperoleh persamaan karakteristik dan kemudian dicari determinan dari submatriks 
utama pembuka dari matriks Hurwitz untuk menentukan analisis kestabilannya. Langkah terakhir 
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adalah melakukan simulasi numerik ke dalam determinan dari submatriks utama pembuka matriks 
Hurwitz pada masing-masing titik kesetimbangan yang kemudian dianalisis berdasarkan sifat stabilitas 
sistem dan menginterpretasikannya.  
 
MODEL MATEMATIKA PENYEBARAN PENYAKIT CAMPAK  
     Model matematika penyebaran penyakit campak merupakan suatu model matematika yang 
menggambarkan dinamika penyebaran penyakit campak. Di dalam penelitian ini diasumsikan terdapat 
empat subpopulasi yaitu subpopulasi yang rentan (S), subpopulasi yang terinfeksi ( ), subpopulasi 
yang sembuh ( ) dan subpopulasi rentan yang sadar (  ), serta terdapat satu pengaruh yaitu pengaruh 
program kesadaran ( ). Model matematika penyebaran penyakit campak dengan pengaruh program 
kesadaran sebagai berikut: 
a. Subpopulasi rentan mengalami peningkatan karena adanya tingkat kelahiran alami    . Selain itu, 
subpopulasi rentan juga mengalami penurunan karena adanya tingkat kematian alami    , tingkat 
penularan terinfeksi campak     sehingga masuk ke subpopulasi terinfeksi dan mengalami 
pengurangan karena adanya tingkat penyebaran kesadaran    . 
b. Subpopulasi terinfeksi mengalami peningkatan karena adanya tingkat penularan terinfeksi campak 
   . Subpopulasi terinfeksi juga mengalami penurunan karena adanya tingkat kematian alami     
dan kematian yang disebabkan oleh penyakit campak    . Selain itu, penurunan jumlah 
subpopulasi terinfeksi juga disebabkan karena adanya tingkat pemulihan alami     dan tingkat 
pemulihan karena pengaruh dari program kesadaran     . 
c. Subpopulasi yang sembuh mengalami peningkatan karena adanya tingkat pemulihan alami     dan 
tingkat pemulihan karena pengaruh dari program kesadaran     . Berkurangnya jumlah 
subpopualsi yang sembuh diakibatkan karena adanya tingkat kematian alami    . 
d. Subpopulasi rentan yang sadar mengalami peningkatan karena adanya pengaruh dari tingkat 
penyebaran kesadaran     dan mengalami penurunan karena adanya tingkat kematian alami    . 
Selain ke empat subpopulasi terdapat satu pengaruh yang dapat mempengaruhi penyebaran penyakit 
campak yaitu pengaruh dari program kesadaran. Terdapat tingkat pengaruh program kesadaran jumlah 
terinfeksi     dan mengalami pengurangan tingkat pengaruh program kesadaran karena adanya 
ketidakberhasilan dari program kesadaran      dengan representasi pada Gambar 1. 
 
Gambar 1. Diagram Transfer Proses Penyebaran Penyakit Campak 
Berdasarkan Gambar 1, diperoleh  model matematika penyebaran penyakit campak sebagai berikut: 
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dengan              dan                      . 
     Selanjutnya adalah menentukan titik kesetimbangan dari Sistem Persamaan (1). Berdasarkan 
Sistem (1) diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit       dan titik 
kesetimbangan endemik penyakit       sebagai berikut:  
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     Titik kesetimbangan     menunjukkan kondisi bebas penyakit pada suatu daerah dengan adanya 
pengaruh program kesadaran. Kondisi ini menunjukkan tidak adanya individu yang terinfeksi campak. 
Titik kesetimbangan     menunjukkan kondisi masih adanya penyakit campak dalam suatu 
subpopulasi pada suatu daerah karena ketidakberhasilan dari program yang dijalankan sehingga masih 
ada subpopulasi yang terinfeksi campak. 
 
ANALISIS KESTABILAN MODEL PENYEBARAN PENYAKIT CAMPAK 
Analisis kestabilan sistem persamaan diferensial nonlinear pada penelitian ini dilakukan dengan 
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz yaitu dengan memperhatikan nilai detereminan dari submatriks 
utama pembuka dari matriks Hurwitz H, dengan         yang dapat ditulis sebagai berikut: 
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. 
     Syarat cukup dan perlu untuk kestabilan sistem di sekitar titik kesetimbangan jika semua 
determinan dari submatriks utama pembuka dari matriks   adalah positif. Kriteria kestabilan juga 
ditentukan oleh det    [3].  
     Analisis kestabilan sistem persamaan diferensial nonlinear dilakukan dengan linearisasi terlebih 
dahulu. Linearisasi dilakukan dengan menggunakan matriks Jacobian dari Sistem  Persamaan (1) 
sehingga diperoleh matriks   sebagai berikut: 
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Selanjutnya, substitusikan Persamaan (2) ke Persamaan (4). Nilai eigen dari model matematika 
penyebaran penyakit campak diperoleh jika dan hanya jika det        , dengan   merupakan 
matriks Jacobian sebagai matriks linearisasi dari Sistem (1),   merupakan nilai eigen dan   merupakan 
matriks identitas. Persamaan karakteristik untuk titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu det    
     , sehingga diperoleh: 
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dengan    merupakan matriks Jacobian sebagai matriks linearisasi dari Sistem (1) untuk titik 
kesetimbangan bebas penyakit campak. Berdasarkan Persamaan (5) diperoleh polinomial karakteristik 
sebagai berikut: 
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Berdasarkan nilai koefisien polinomial pada Persamaan (6) diperoleh matriks Hurwitz sebagai berikut: 
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dengan determinan dari submatriks utama pembuka matriks Hurwitz Persamaan (7), yaitu: 
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Berdasarkan nilai             dan   sistem akan stabil asimtotik jika: 
1.       berarti     , 
2.       berarti        , 
3.       berarti               
      
 , 
4.     , berarti              
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5.       berarti                   
        
      
   
    
   
      
        
 . 
     Selanjutnya menentukan kestabilan dari Sistem (1) untuk titik kesetimbangan endemik penyakit. 
Persamaan karakteristik untuk titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu det         , sehingga 
diperoleh: 
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dengan    merupakan matriks Jacobian sebagai matriks linearisasi dari Sistem (1) untuk titik 
kesetimbangan bebas penyakit campak. Berdasarkan Persamaan (8) diperoleh polinomial karakteristik 
sebagai berikut: 
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Berdasarkan nilai koefisien polinomial pada Persamaan (9) diperoleh matriks Hurwitz sebagai berikut: 
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dengan determinannya dari submatriks utama pembuka matriks Hurwitz Persamaan (10), yaitu: 
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Berdasarkan nilai             ρan    sistem akan stabil asimtotik jika: 
1.       berarti     , 
2.       berarti        , 
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Selanjutnya dilakukan simulasi numerik untuk mengetahui kestabilan dari sistem model 
penyebaran penyakit campak. 
 
SIMULASI DAN INTERPRETASI MODEL PENYEBARAN PENYAKIT CAMPAK 
     Simulasi model dalam penelitian ini bertujuan untuk melihat dinamika penyebaran penyakit 
campak dengan pengaruh program kesadaran. Simulasi ini dilakukan dengan mensubstitusikan nilai 
parameter berikut: 
Tabel 1. Nilai Parameter Penyebaran Penyakit Campak 
Parameter Nilai Sumber 
            [4] 
            [2] 
         [5] 
             [4] 
            [6] 
  0,04 [7] 
        [5] 
 
 
     [8] 
   
      [8] 
Nilai-nilai parameter pada Tabel 1 disubstitusikan ke Sistem (1), dengan niai awal         (Jumlah 
individu yang lahir masuk ke subpopulasi rentan perbulan)      (jumlah yang terinfeksi campak 
perbulan),          (Jumlah individu yang sembuh dan tidak terserang campak perbulan)    
      (jumlah remaja berusia 10 sampai 19 tahun perbulan) dan      (banyaknya penyuluhan 
perbulan). Berdasarkan langkah-langkah yang telah dijelaskan pada analisis kestabilan penyebaran 
penyakit campak, diperoleh determinan dari submatriks utama pembuka matriks Hurwitz Sistem (1) 
yang telah dilakukan simulasi data sebagai berikut: 
Tabel 2. Nilai Determinan dari submatriks utama pembuka matriks Hurwitz  
                                    Model Penyebaran Penyakit Campak 
Nilai determinan dari submatriks 
utama pembuka matriks Hurwitz  
Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Nilai determinan dari submatriks  
utama pembuka matriks Hurwitz  
Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 
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Berdasarkan Tabel 2 dengan titik kesetimbangan bebas penyakit campak diperoleh kestabilan sistem 
yaitu stabil asimtotik. 
     Selanjutnya hasil simulasi numerik  model penyebaran penyakit campak untuk     sampai 
      bulan mendatang dapat dilihat pada Gambar 2. 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
 
(d) 
 Gambar 2. Grafik  Simulasi  Penyebaran  Penyakit  Campak (a) Subpopulasi  Rentan (b) 
  Subpopulasi Terinfeksi (c) Subpopulasi  yang Sembuh (d) Subpopulasi rentan  
  yang Sadar 
     Berdasarkan Gambar 2 (a) terlihat bahwa jumlah individu pada subpopulasi   mengalami 
penurunan, dari mula-mula manusia yang rentan berjumlah 9.243 orang pada waktu     bulan 
menjadi kurang lebih 50 orang yang rentan pada waktu       bulan. Hal ini disebabkan karena 
meningkatnya jumlah interaksi antara individu yang rentan dan terinfeksi sehingga individu pada 
subpopulasi terinfeksi meningkat. Selain itu, hal tersebut juga disebabkan karena adanya kematian 
alami dan pemberian informasi akan penyakit campak yang menyadarkan manusia akan penyakit 
campak sehingga subpopulasi   menurun. 
    Berdasarkan Gambar 2 (b) terlihat bahwa jumlah individu pada subopulasi   mengalami 
peningkatan, dari mula-mula manusia yang terinfeksi berjumlah 10 orang pada waktu     bulan 
menjadi sekitar 240 orang yang terinfeksi kurang lebih pada waktu      bulan. Hal ini disebabkan 
karena meningkatnya jumlah interaksi antara individu yang terinfeksi dengan individu yang rentan 
sehingga menyebabkan jumlah subpopulasi terinfeksi bertambah. Namun, kurang lebih pada      
bulan dan seterusnya jumlah individu pada subpopulasi terinfeksi mengalami penurunan sehingga 
pada waktu       bulan menjadi sekitar 33 orang karena adanya kematian alami serta kematian 
yang disebabkan karena penyakit. Selain itu, penurunan juga disebabkan karena ada dari anggota 
subpopulasi terinfeksi sembuh dari penyakit campak. 
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     Berdasarkan Gambar 2 (c) terlihat bahwa jumlah individu pada subpopulasi   mengalami 
penurunan, dari mula-mula manusia yang kebal terhadap penyakit berjumlah        orang pada 
waktu     mengalami penurunan menjadi kurang lebih 25.300 orang yang sembuh pada waktu 
      bulan. Hal ini disebabkan karena adanya kematian alami. 
     Berdasarkan Gambar 2 (d) terlihat bahwa jumlah individu pada subpopulasi    mengalami 
peningkatan dari mula-mula manusia rentan yang sadar berjumlah 9.089 orang pada waktu     
bulan menjadi sekitar 15.500 orang retan yang sadar kurang lebih pada waktu      bulan. Hal ini 
disebabkan karena meningkatnya program yang dijalankan untuk kesadaran manusia tentang penyakit 
campak. Namun, kurang lebih pada waktu      bulan dan seterusnya jumlah individu pada 
subpopulasi rentan yang sadar mengalami penurunan menjadi kurang lebih 15.300 0rang pada waktu 
      bulan yang disebabkan karena adanya kematian alami. 
     Selanjutnya grafik pengaruh dari program kesadaran terhadap penyebaran penyakit campak yang 
dilihat pada Gambar 3 sebagai berikut: 
 
(a) 
 
(b) 
Gambar 3. Grafik Tingkat  Pengaruh  Program  Kesadaran pada Penyakit Campak (a) Pengaruh  
  Program Kesadaran  (b) Penyebaran Penyakit Campak dengan Subpopulasi Rentan,   
  Subpopulasi Terinfeksi,  Subpopulasi yang Sembuh  dan  Subpopulasi Rentan yang  
  Sadar     
     Berdasarkan Gambar 3 dapat dilihat pengaruh dari program kesadaran di kabupaten Kubu Raya 
meningkat dikarenakan meningkatnya jumlah populasi terinfeksi di kabupaten tersebut. Program yang 
dijalankan pada waktu     sebanyak 21 mengalami peningkatan menjadi 350 program pada waktu 
     bulan karena meningkatnya jumlah populasi penyakit campak akibat penyebaran penyakitnya. 
Jadi, semakin besar penyebaran penyakit campak maka semakin besar pula program yang akan 
dijalankan agar subpopulasi rentan mendapatkan informasi tentang penyakit campak sehingga 
supopulasi rentan yang sadar juga meningkat. Hal tersebut dapat mengurangi jumlah subpopulasi 
rentan terhadap penyakit campak karena adanya pemisahan antara subpopulasi rentan pindah ke 
subpopulasi rentan yang sadar karena adanya pengaruh dari program kesadaran. Sehingga, program 
kesadaran merupakan salah satu cara yang dapat dilakukan untuk mengurangi penyebaran penyakit 
campak. 
 
PENUTUP 
     Model matematika penyebaran penyakit campak yaitu: 
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           . 
 
 
Model matematika tersebut menghasilkan dua titik kesetimbangan, yaitu: 
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit 
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b. Titik kesetimbangan endemi penyakit 
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)  
dengan nilai determinan dari submatriks utama pembuka dari matriks Hurwitz yaitu: 
a. Determinan dari submatriks utama pembuka matriks Hurwitz untuk titik kesetimbangan bebas 
penyakit yaitu                                                         
                 
     dan                  
   , 
Sehingga diperoleh bahwa sistem untuk titik kesetimbangan bebas penyakit adalah stabil asimtotik. 
b. Determinan dari submatriks utama pembuka matriks Hurwitz untuk titik kesetimbangan endemik 
penyakit yaitu                                                      
                       
    dan                   
    
Sehingga diperoleh bahwa sistem untuk titik kesetimbangan endemik penyakit adalah tidak stabil. 
     Berdasarkan interpretasi yang didapat dari simulasi numerik menunjukkan bahwa program 
kesadaran membantu untuk mengurangi penyebaran penyakit campak dengan melakukan pemisahan 
sebagian kerentanan subpopulasi yaitu adanya perpindahan subpopulasi rentan menuju subpopulasi 
rentan yang sadar karena adanya pengaruh program kesadaran dengan mendapatkan informasi melalui 
penyuluhan sehingga mengurangi penyebaran infeksi campak. 
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